Savijanje —
staticki neodredeni nosaci

Staticka neodredenost nosaca
Uslovi neprekidnosti elasti¢ne linije

Prva jednacina savijanja
o, = M y

Normalni napon u nekoj tacki popre¢nog
preseka O

M — moment sprega

|, — aksijalni moment inercije povrsine za tu
osu

y — udaljenost posmatranog viakna od ose
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Druga jednacina savijanja
1 M
K == =
R, E-I
K- krivina elasti¢ne linije
M — moment sprega

|, — aksijalni moment inercije povrSine za tu
osu

E — modul elasti¢nosti

M
B

X

B=E-l, - krutost savijanja grede
R, — poluprecnik krivine

Diferencijalna jednacina elastiCne linije

Pomocu druge glavne jednacine definisana je krivina
elasti¢ne linije savijenog nosaca

Iz matematike je poznato da se pod krivinom
podrazumeva odnos

ds
Gde je: da
R poluprecnik krivine
ds elementarni luk
da elementarna promena ugla

M

1_M _
R E-I

M
B

X
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Nagib tangente krive prema Ox 0si iz
matematike

Nagib tangente krive f(x) je prvi izvod funkcije koja
predstavlja krivu 1

tga =Y,

da ,
cos’a dx

Kako je element luka krive
ds = /dx® + dy® = dx/1+ Yy’

Odatle je krivina

K =

"

_da _ y"dx cos’ o _

1
R ds ds 1—y"?

Diferencijalna jednacina elastiCne linije

Usled savijanja teziste nekog preseka se
spusta za duzinu koju nazivamo

ugib elasticne linije (strela)
tangenta sa osom Az gradi ugao koji se
naziva Nagib grede
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Diferencijalna jednacCina elasticne linije
proste grede

_ML_ Z_M:: Byﬂ:_M:_
E1, B

14

y:

Gde su:
M; moment savijanja u preseku z
B = E'l, savojna krutost grede

Analiticko odredivanje elastiCne linije

Odrediti otpore oslonaca za reSavani nosac

Napisati izraze za promenu momenta
savijanja u funkciji od poduzne koordinate z

Proizvod savojne krutosti i drugog izvoda
jednak je negativnom momentu savijanja i to
predstavlja diferencijalnu jednacinu elasti¢ne
linije

By =-M;
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StatiCka neodredenost nosaca

StatiCka neodredenost nosaca je
broj nepoznatih komponenata
umanen za broj statickih uslova
ravnoteze

StatiCka neodredenost nosaca

Nepoznate komponente su najcesce
reakcije veza nosaca

Staticki uslovi ravnoteze
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Primer - konzola sa osloncem
.

\" 7 I\
. T

Otpori oslonaca 4 z,, Y, M, Fp S 7. =0
Broj stati¢kih uslova ravnoteze 3 yv, = o,
4-3=1 LM =0

Jedanput statiCki neodreden nosac

Primer — obostrano ukljeStena greda
Z,,Y My, Zp,Yg, Mg

y¢

‘zA/;,wa; +Mg/8}’; % .
-\ 2 N 2 >
I ’ Bl 2Z; =0,
le L 2 Yi o
Otpori oslonaca 6 XM; =0

Broj statickih uslova ravnoteze 3

Triput staticki neodredena nosac
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Primer — greda sa tri oslonca

“ Al B c z
) ‘f. A_ _A_ ZAJYAJFBJFC
Y, :
P RPN VI
Zyl: ’
XM =0

Otpori oslonaca 4
Broj statiCkih uslova ravnoteze 3

4 -3 =1

jedanput statiCki neodredena nosac

ResSavanje statiCki neodredenog
nosaca

Pri reSavanju treba postaviti onoliko
dopunskih jednacina koliko puta je nosac
statiCki neodreden

Dopunske jednacine se postavljaju na
osnovu Cinjenice da se Cvrsta greda
deformiSe pod dejstvom optereéenja ali da je
njena elasti¢na linija neprekidna




Opsti metod reSavanja staticCki
neodredenog nosacCa

Zamisliti da je prekobrojni oslonac odreden

Njegov uticaj na nosa€ zameniti staticki
nepoznatim naknadnim uslovom
neprekidnosti elasti¢ne linije reSavanog
nosaca

Uslovi neprekidnosti elastiCne linije

Na mestu krutog oslonca ugib je jednak nuli

Na mestu ukljeStenja nagib tangente
elasti¢ne linije je jednak nuli

Kod krutog oslonca grede sa viSe oslonaca
nagib sa jedne strane oslonca jednak je

nagibu sa druge strane oslonca (jedna tangenta
u osloncu B)
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Primeri greda sa jednim rasponom - konzola
sa osloncem

yA = ZA'YAJ MA'FB
A ..~ LE=O
7 ' A YY, =0,
K L2 L2 «?“F ' _
L ] o EMi_O
4-3=1

Jedanput statiCki neodreden nosa€ moguce a dopunski
uslov se moze dobiti:

1. konzole sa nepoznatom silom Fs poduprta konzola

2. reSavati kao gredu sa nepoznatim momentom
ukljeStenja Ma

Primeri greda sa jednim rasponom - konzola
sa osloncem PODUPRTA KONZOLA

y E Zp Yy, My, Fp
AZ“/,&;M; Bz Zzi =0,
\ 7 . A 2Y, =0,
L2 . L2 K SM, =0
r 1 4-3=1

konzole sa nepoznatom silom Fe poduprta konzola

Usov da je na osloncu B ugib jednak nuli nema
pomeranja u vertikalnom pravcu

Ugib je posledica aktivne sile na sredini i uvedene sile Fs

fe=fr+fr, =0
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Primeri greda sa jednim rasponom - konzola

sa osloncem PODUPRTA KONZOLA
d F o ZgY4 My Fg 2Z;=0, LY:=0, LM;=0

A+M*E
Z/?? A
=A\ //42 - ‘leu 4‘_3=1

S e fp=fr+fpp =0

Tabela 10 strana 59 ugib na kraju konzole sa silom
Od sile F za tablicu z=l i a=I/2

FIS a a FI3 /1\* 1 5Fl3
5 (0 B @l-5 () -G -
Od sile Fe za tabelu 11 z=lia=l i znak — zbog smera sile

Fyl?
fFB =- 3B

Ya

-

Primeri greda sa jednim rasponom - konzola
sa osloncem PODUPRTA KONZOLA

y
A+mt F
2 K B 2 5F13 Fpl®
X 7 r Ir =483 FB~ 3B
A ™ L2 L2 3 3
= 5FI®  Fyl 5F
: B 3B 07T

potom sledi reSavanje konzole sa poznatom silom FB na kraju konzole
5F

B 16
Y7,;=7,=0
YY,=F,—-F—-F;=0 F=2

IMy=—M,+F -2+ Fp-1=0
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Primeri greda sa jednim rasponom

Y‘ E ZA'YAJ MAJFB
2/ :’M/Lx | s > Z; =0,
hﬂé\YA = EYIZOJ
L2 L2 E
! L | B EM[:O
4-3=1

reSavati kao gredu sa nepoznatim momentom ukljeStenja Ma
Usov da je na osloncu A nagib jednak nuli greda je
horizontalna
Nagib je posledica aktivne sile na sredini i momenta

ukljestenja Ma (= ap + @y, =0

Primeri greda sa jednim rasponom
r
F —_— f—
L w; ZA’YAIBM:IFB yZ;=0, XYi=0 YM;=0
Wi A T 4-3=1
Y L2 “FKF

JB a‘:A:aF"‘aMA:O
|

Fl?
Tabelal strana 43 od sile F gde je a=b=l/2 o = o8
Tabela 3b strana 47 nagib od momenta Ma Ay = ~33
FI? MAI 3FL
= A= M, ==—
=165 3B " 4% 76
YZ,=Z,=0 Y, =F,—F—Fg=0 FB:i_Z

_ ur

L
IMy=-My+F-2+Fz-L=0 F;=—
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Primeri greda sa jednim rasponom obostrano
ukljestena greda

4

y
L F L
Z 45J+MA l +MB /E‘[\\ A YAJ ZA, MA ; YBJZBJ MA, MB
\ I Ya I LZ;=0 XZ;=Z,=7p=0
7/ / 7
, L3, . 2L/3 BI ZY!:O ZMiZO
‘ 1 4-2=2

Dvaputa statiCki neodreden ravan nosac, jer nema
aktivnih komponenata u pravcu z

Dopunske dve jednacine su uslovi kontinuiteta nagiba
elasticne linije kod ukljeStenja horizontalna greda

(IA:O BBZO

Primeri greda sa jednim rasponom obostrano
ukljeStena greda

y
F
(' "BM:Z l +Mém , YAJ ZAJ.MA 5 YBJZBJMAJ MB

G J- EZi=O Ezi:ZAZZBZO
Y,
“ L3 2L/3 B‘ SY.=0  ¥M =0

) L 4-2=2
Nagib na osloncima je posledica delovanja
koncentrisane sile i momenata ukljeStenja oslonaca A i B

ay=ap+ay, +ay, =0
Ba = PBr + Pu, + Bu, =0
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Primeri greda sa jednim rasponom obostrano
ukljestena greda
! g =ap+ay, +ay, =0

y
i F .
(: B l TR :Pa = Pr + Puy, +Puy =0

&N, FI* a b b 5FI
A 2L/3 8| aF——.—.—(1+_)=_

L 6B 1 I ) " s1m
‘ | B R ab a 4RI
= =114 -)=-——
Myl | Mpl | 5FI% _ F ( )
%35 T T 0 6B 1 1 l 818
Mal | Mpl _ 4FI _
6B 3B 818
Greda sa dva raspona SX, =0
M=12kNm  F=12 kN q=4 kN/m Y =0
EME - 0
A \ 4 C
(N é; B
a qQ qa a
a=Im
Nepoznate

Nepokretan cilindri¢ni zglob
Dva pokretna cilindri¢na zgloba

Na raspolaganju tri jednacine a Cetiri nepoznate
pa je greda staticki nije reSiva

12/12/2012
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Greda sa dva raspona

M=12kNm  F=12 kN q=4 kN/m
A / A\ 4 C
\ %B
a a a a
a=Im

= ResSavanje na dva nacCina
= Uvodenjem fiktivne sile FB
= Razdvajanjem na dve grede AB i BC

Greda sa dva raspona Uvodenje fiktivne sile FB

q=4 kN/m

M=12kNm  F= 12 kN|
>
Al [T 118
L\ 1\ L’ ol
a J o | a ) a] M=12 kNm F= 12 kN q=4kN/m
A v
\ ‘lB C
FB
a a a a

=1
= Dopunski uslov uvodenija sile ugib ng mmestu
oslonca je jednak nuli pa je i ugib na mestu sile
FB jednak nuli
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Greda sa dva raspona Uvodenije fiktivne sile FB

A ||HW/‘—|T|]H|HA\ TR o
L
fe=fr+fo+ futfp="0 P e F ‘ a

Ugib na mestu B je od:

Sile F

Konrinualnog opterecenja
Koncentrisanog momenta i od
Fiktivne sile FB

Greda sa dva raspona Uvodenje fiktivne sile FB

M=12 kNm F=12 kN / q=4 kN/m
P
A HHM@HHH!H IITTIRITATTID
fB:fF+fq+fM+fFB:O Ozm(:

Ugib od sile F=12 a=3, b=1, |=4, z=2 tabela 1

== - O -
Lol (2 - ()] -2
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Greda sa dva raspona Uvodenje fiktivne sile FB

[T TR ¢
\ FB z
fe=frt+fotfutfp="0 esim

Ugib od kontinualnog optereéenja q=4 a=0, b=2, |I=4, z=2 tabela 7d

5 Fpl? 51647 40

fq_384B T 384B 3B

Greda sa dva raspona Uvodenje fiktivne sile FB

alll /I/_ﬂ [T .
A 5 o
fB:fF+fq+fM+fFB:0 a g [P a

fu= -2 [1-3(0) - ()] +3(59) ]
=SR-3 - ()43 ()] =3

12/12/2012
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Greda sa dva raspona Uvodenije fiktivne sile FB

A ||||WH LTS o
\ B
fo=fot fyt by =0 T

Ugib od sile F, a=2, b=2, |=4, z=2 tabela 1a

fop = Fg:l®*  Fg4®  Fp4
FB ™ 488~ 48B 3B

Greda sa dva raspona Uvodenje fiktivne sile FB

M—12 kKNm  F=12kN q=4 kN/m

A [T TR ¢
N

FB
a a a a

a=lm

fB = fF+fq+fM+fFB =0
Fyg-4

+o 4o +o—E=0 |33

4Fp =40+ 27+ 33 =100

Fp =22 = 25kN
4

12/12/2012
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Greda sa dva raspona Uvodenije fiktivne sile FB

Fy = =25 kN [T TR
\\- Vot 007
Y2;=2,=0 a a a a
XY =F+Fy+F.—q-4a—F=0 ) a=Im

XM, =M+F-3a+a-q-2a—2a-Fg— 4a-F.=0
Fy=—45kN Fr=75kN

= Odreden je otpor oslonca FB

= Dalje reSavanje se izvodi kao kod staticCki
odredenog nosaca

Greda sa dva raspona metod dekompozicije

M=12kNm  F=12kN q=4 kN/m
P
[T .

N

- v -

= Razdvajanjém na dve grede AB i BC

M=12 kNm VB F= 12 kN q=4 kN/m

A, f\r
\‘B MB " c
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Greda sa dva raspona metod dekompozicije

M=12 kNm F=12 kN q=4 kN/m

v, Ao Q; 2 Pp = ap

a

a=Im

Resavaju se dve odvojene grede
Kao nepoznate se uvode dva momenta istog

intenziteta a suprotnih smerova na mestu
razdvajanja — oslonca B

Nagib oslonca B leve strane jednak je nagibu
oslonca B sa desne strane

Voditi raduna o izabranim smerovima rastavnih
momenata kada su kao na slici tablica 7*

Greda sa dva raspona metod dekompozicije

werzim PN (-
A@ M@E% Pe = agp
& | @ o O,,:
Be = By + Bus + By ap = Qp T &g + Ayp
Nagib BB i aB

Odrediti na osnovu opterecenja leve, odnosno
desne grede

Otpor oslonca B grede jednak je algebarskom
zbiru otpora oslonaca leve i desne grede

12/12/2012
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Greda sa dva raspona metod dekompozicije

M=12 kNm
MB
AL [
NN ol
Be = Bu + Bus + By o o

Nagib B nastaje od:

Aktivnog spoljasnjeg momenta M
Momenta rastavljanja — dekompozicije MB
Aktivnog kontinualnog opterecenja

Greda sa dva raspona metod dekompozicije

M=12 kNm
MB
B = Bu + Bup + B4 & l I
N\ B
Nagib od momenta M=12 a=1,
b=1, I=2 tabela 5
M 122 24 ‘ d
Pu = 24B  24B  24'B
Nagib od kontinualnog optere¢enja q=4 a=0, b=0, |=2 tabela 6
_ _Fqt* 822 84 32
Pq = 24B  24B  24B  24B
Nagib od MB |=2 tabela 3b
_ Mgl _ 2:Mg
Pup = 38 3B

12/12/2012
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Greda sa dva raspona metod dekompozicije

F= 12 kN q=4 kN/m
aB=a’F+a +aMB /\ v
e MB B G
a a
Nagib od sile F=12 a=1, b=1, |=4, z=2 tabela 1 ——

a. — F1* 1222 124 48
F ™ 46B  16B 16B 168

Nagib od kontinualnog opterecenja q=4 a=0, b=0, |=2 tabela 6

o = Fgl? 822 84 32
d9 7 24B  24B  24B 24B

Mgl _  2-Mp

a = =
Nagib od MB I=2 tabela 3b MB 3B 3B

Greda sa dva raspona metod dekompozicije

M=12 kNm — F= 12 kN q=4 kN/m
A | /[T .
B MB B Pr = ap
a a a a
a=lm
Be = Pu + Bup + By ap = ap +ag + ayp

|zjednaCavanjem i reSavanjem izraza ya nagibe
dobija se rastavni momet

Pus+Bq + Bup = ag tap + ayg
32 24 2Mp _ 32 | 48 2:Mp

— — + —
24B 24B 3B 248 16B 3B
2:Mg 2-Mg 32 48 32 24
+ = =
3B 38 24B  16B @ 24B = 24B

4:Mp 20
= — S Mz =5kNm
3B 3B
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Greda sa dva raspona metod dekompozicije

M=12 kNm F=12 kN q=4 kN/m

M B

[ ¢ I

Q

a a a

a=Ilm

C

l
A o By = ag

B = Bu + Bup + B4 ap = @p + g + Qup

= Kadje sraCunat moment svaka od greda se
racuna ponaosob Mg = 5 kNm

= Sracunati otpori oslonca B levo i desnho se

algebarski sabiraju

‘ Greda sa dva raspona metod dekompozicije

M=12 kNm
MB
A ( (
N el
” O »a O .

YMy=M+a-2a-q+ My —2a-

ZYEZFA-FFBL—Q'Z(I:O

MB == 5 kNm
FBL= 0
FBL = 125 kN
F, = —45kN

12/12/2012
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Greda sa dva raspona metod dekompozicije

F= 12 kN q=4 kN/m
/I
MB B %
a a
a=Ilm

ZMC=F'a+MB+q'2a_2a'FBD=O
FBD=12'5kN
SY,=F.+Fyp—q-2a—F =0

F.=75 kN

Greda sa dva raspona metod dekompozicije

M=12 kNm — F= 12 kN q=4 kN/m
A /[T .
B MB B Pr = ap
a a a a
‘ a=lm
Be = Pu + Bup + By ap = ap +ag + ayp

Sracunati otpori oslonca B levo i desno se
algebarski sabiraju

Greda se dalje reSava kao jedna statiCki
odredena greda jer su poznati otpori oslonaca

Fy = Fgp + Fy, =125+ 12.5 = 25 kN
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